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特等奖获得者，江苏省３３３高层次人才，南通市第一梯队

名师培养对象，南通市高中数学学科基地指导专家．发表

专业论文８０多篇，曾主持和核心参与五个省级课题的研

究，在长期的教学实践中，确立本真数学教学主张，目前

主持江苏省“十二五”教育科学规划课题“高中数学本真

教学区域范式研究”．

１　 基本情况

２０１３年１０月，笔者以“本真课堂范式的研究”

为主题，面向课题组区域成员和启东市数学教师

上了一堂高三“函数的恒成立与存在性问题”的

研究课．

授课对象 学生来自四星级高中普通班，基

础较好，有一定的推理能力及研究能力，能在教师

的引领下自主探究和思维建构．

学习目标 （１）理解有关恒成立与存在性问

题成立的充要条件，掌握解决此类问题的基本技

能；（２）体验函数思想、分类讨论思想、数形结合思

想、转化与化归思想，提高分析和解决问题的能力．

教学重点 理解恒成立与存在性问题的实质．

教学难点 利用函数的性质，通过转化，化归

至最值问题或值域问题，以此来处理恒成立与存

在性问题．

２　 设计理念

审视现实的数学课堂，基于功利性的需要和

认识的偏差，课堂中去数学化现象十分普遍，快速

度、大容量、高难度的训练让学生不能慢中求悟、

悟中求道，更不能从题目中提炼出有价值的问题

并加以思考和探究，所以数学学习往往带给师生

艰辛、苦涩、失败的感觉．

本真数学教学倡导教学的自然合理、朴实无

华，提倡通过学习主体性的构建，通过观察、分析

和探究进而实现思维的提升．本节课力求追寻数

学教学的本原意蕴，不求特别新颖的问题情景，通

过在课堂上设计题根问题，然后就此问题进行

“联”“串”“变”，通过层层问题的设置，点燃学生的

思维火花，循序渐进地发展学生的数学素养，最终

达到对问题本质的理解和掌握．

函数的恒成立与存在性问题，是学生在复习

函数和导数后的一个专题，是函数性质的综合应

用，涉及到一次函数、二次函数等函数的图象、性

质，渗透着换元、化归、数形结合、函数与方程等思

想方法，所以本节课将从一次函数出发，然后逐步

串发到二次函数、三次函数，用相近的思想方法去

解决同一类问题．

３　 教学实录

３１　 自然串发，本真梳理

师：在研究函数问题时，我们经常会遇到恒成

立与存在性问题，谁能告诉我解决这类问题的方

法？

生：好像可以转化为极值问题来解决．

生：好像可以通过分离参数来解决．

师：很好．用上述两种方法能不能解决所有的

这一类问题？今天这一节课，我们一起来研究这

一类问题的解法，我们从一次函数和二次函数开

始梳理．（出示课前要求学生研究的题目）

问题１　 已知函数犳（狓）＝－
３

２
犪狓＋４，对任

意狓∈ ［１，２］恒有犳（狓）＞０，求实数犪的取值范

围．

师：课前各个小组都进行了研究，下面大家把

研究的成果共享一下．
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甲组边实物投影展示边讲解：根据单调性，对

犪进行分类讨论，当犪＝０时，恒成立，当犪＞０时，

考虑犳（２）＞０，当犪＜０时，考虑犳（１）＞０，结果

为犪＜
４

３
．

生：这么做好像有点烦．我认为同时考虑

犳（１）＞０，

犳（２）＞
烅
烄

烆 ０
即可．

师：为什么？

生：本题的实质是考虑［犳（狓）］ｍｉｎ ＞０，而一

次函数在闭区间上的图象是一条线段，最小值必

然从两端点处取得，所以只需考虑两端点处的函

数值为正即可．

师：对吗？

生众：对．

师：如果题目改为“恒有犳（狓）＜０”，我们又

将怎么办？

生众：考虑［犳（狓）］ｍａｘ＜０，即
犳（１）＜０，

犳（２）＜０
烅
烄

烆 ．

师：看来同学们对一次函数的恒成立问题已

经有所掌握，只要结合图象考虑两端点的函数值．

那么，对于二次函数我们又将如何处理．（出示课

前的研究题，将问题１改编的问题２）

问题２　已知函数犳（狓）＝狓
２
－
３

２
犪狓＋４．（１）

任意狓∈［１，２］，恒有犳（狓）＞０，求实数犪的取值

范围；（２）存在狓∈［１，２］，有犳（狓）＞０，求实数犪

的取值范围．

师：哪一组来回答第（１）问？

乙组：和问题１一样，只要考虑［犳（狓）］ｍｉｎ＞０

即 可， 分 三 类 情 况 进 行 考 虑， 即

３

４
犪≤１，

犳（１）＞０

烅

烄

烆 ，

１＜
３

４
犪＜２，

Δ＜０

烅

烄

烆 ，

３

４
犪≥２，

犳（２）＞０

烅

烄

烆 ，

得犪＜
８

３
．

师：方法应该没有问题，但解三个不等式好像

要化费一点时间．

生：可以通过分离参数来解决．由犳（狓）＞０，

可以变形为３
２
犪＜狓＋

４

狓
，对任意的狓∈［１，２］恒

成立，而犵（狓）＝狓＋
４

狓
的最小值为４，解不等式

３

２
犪＜４即得．

师：可行吗？

生众：可行．

师：两种方法都是将恒成立问题转化为函数

的极值问题来解决，那能不能用同样的方法来解

决第（２）问．

丙组：第（１）问只要考虑［犳（狓）］ｍｉｎ＞０即可，

第（２）问由犳（狓）＞０，可以变形为
３

２
犪＜狓＋

４

狓
对

存在狓∈［１，２］成立，而犵（狓）＝狓＋
４

狓
的最大值

为５，解不等式
３

２
犪＜５即得．

师：通过上面两个问题的解答，我们能否总结

出一些结论来．

生：若犽＞犳（狓）恒成立 犽＞［犳（狓）］ｍａｘ；若

犽＜犳（狓）恒成立犽＜［犳（狓）］ｍｉｎ；若存在狓使得

犽＞犳（狓）犽＞ ［犳（狓）］ｍｉｎ；若存在狓使得犽 ＜

犳（狓）犽＜ ［犳（狓）］ｍａｘ．

生：老师，我有更简单的方法．由犳（狓）的图象

是开口向上的抛物线，只要考虑犳（１）＞０或犳（２）

＞０即可．（多数同学一开始有些迷惑，一会儿便

恍然大悟）

师：这是从方程有根的角度得来的，但这只能

解决开口向上的抛物线的存在性．我们是否为这

位同学的精彩思路鼓掌？（学生们鼓掌）

师：开口向下的抛物线，用这种方法可以解决

犳（狓）＜０的存在性问题，此问题留给课后思考．

３２　 借石攻玉，本真探究

师：一次函数和二次函数我们作了研究，能否

用同样的方法来解决三次函数问题呢？

问题３　已知函数犳（狓）＝狓
３
－
３

２
犪狓２＋４，对

任意狓∈［１，２］恒有犳（狓）＞０，其中犪＞０，求实

数犪的取值范围．

学生小组进行讨论，教师巡视并指出部分同

学的问题．

丁组结合实物投影讲解：

解法１　 用导数法求最值．由犳′（狓）＝３狓
２
－

３犪狓，故当狓＝０，狓＝犪时有极值，所以有三种情况：

犪＞２，

犳（２）＞０
烅
烄

烆 ，

１≤犪≤２，

犳（犪）＞０
烅
烄

烆 ，

犪＜１，

犳（１）＞０
烅
烄

烆 ．
解得犪＜２．

解法２　 由犳（狓）＞０分离参数得
３

犪
＜狓＋
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４

狓２
，令犵（狓）＝狓＋

４

狓２
，令犵′（狓）＝０得狓＝２，所以

犵（狓）ｍｉｎ＝３，即犪＜２．

师：丁组的同学们做得很好．但我刚才在巡视

的过程中发现部分同学对用导数求极值还不太熟

练，希望大家要多加训练．

师：这道题和前面两道题的解法一样，都是通

过最值来解决恒成立问题．为了进一步加深对三

次函数的理解，同学们是否对其进行一下变式？

生：变式１　 已知函数犳（狓）＝狓
３
－
３

２
犪狓２＋

４，存在狓∈［１，２］，有犳（狓）＞０，其中犪＞０，求实

数犪的取值范围．

师：同学们自己都会变式了，那么我们就来解

一下．

生：（笑，然后埋头做题，很快有人报出了答

案）犪＜
１０

３
．

师：还有更多的变式吗？

（学生沉默，个别同学摇头）

师：刚才大家都集中在一个函数的研究，有

时，我们可以把视野放远一些，我们可以研究两个

函数，解决他们的存在性和恒成立问题．

生（恍然大悟）：见过这类题．

师：我给同学们来一个变式，大家看看怎么

样？

变式２　已知函数犳（狓）＝狓
３
－
３

２
犪狓２＋４，设

犵（狓）＝犪狓
２
＋４（犪＞０）．

（１）若对任意狓∈［１，２］恒有犳（狓）＞犵（狓），

求实数犪的取值范围；

（２）若对任意狓１ ∈ ［１，２］，狓２ ∈ ［１，２］，都有

犳（狓１）＞犵（狓２）恒成立，求实数犪的取值范围．

师：大家看一下题目，两问之间有什么不同？

生：第（１）问中的狓值是相同的，第（２）问中

的狓值不一样．

师：好，大家看出了不同，那么对求解有无影

响？和前面讲的内容有无联系？

生：第（１）问我们可以转化为一个函数来研

究，如令犺（狓）＝犳（狓）－犵（狓），下面研究犺（狓）＞０

恒成立即可．

师：这种方法是可以的．我们往往把其中的一

个函数移项，构造一个新的函数，然后利用求导求

函数的最值来解决．那第（２）问呢？

生：我不太确定，由于狓值的不同，是否单独

研究两个函数？

师：大家帮他一下．

生：我认为他的思路是正确的．由值域关系，

只要研究犳（狓）ｍｉｎ＞犵（狓）ｍａｘ即可．

师：我是否可以这样理解，在题意的条件下，

如果有犳（狓１）＞犵（狓２）恒成立，则需考虑犳（狓）ｍｉｎ

＞犵（狓）ｍａｘ，如果犳（狓１）＜犵（狓２）恒成立，则需考

虑犳（狓）ｍａｘ＜犵（狓）ｍｉｎ．

生众：正确．

师：小组一起来把这个问题解决了．

（同学们以小组为单位进行求解）

师：这个问题的定位是任意性问题，如果变为

存在性问题，我们应该又多了一种变式，关于本题

的解答及有关的变式请以小论文的形式上交．

３３　 联中见源，本真反馈

师：刚才和同学们一起研究了恒成立与存在

性问题，大家对此有了新的认识，下面通过自我编

题，一起来回顾一下本节需要我们掌握的东西．

问题４　 请根据题意自我编写题目，并进行

解答！（在空格　　 处填写“任意”或“存在”）

已知函数犳（狓）＝狓
３
－
３

２
犪狓２＋４，犵（狓）＝犪狓

２

＋４（犪＞０）．

（１）　　狓１ ∈ ［１，２］，　　狓２ ∈ ［１，２］，有

犳（狓１）＞犵（狓２）成立；

（２）在（１）的情况下，求实数犪的取值范围．

学生以小组为单位进行编题解题，并伴有讨

论．教师巡查，并不时参与讨论．

师：各个小组都进行了自我编题．我看了一

下，总共有四种情况，哪组出来说一下．

生：第一种：填 ，，只需考虑犳（狓）ｍａｘ ＞

犵（狓）ｍｉｎ；第二种：填 ，，只需考虑犳（狓）ｍａｘ ＞

犵（狓）ｍａｘ；第三种：填 ，，只需考虑犳（狓）ｍｉｎ ＞

犵（狓）ｍａｘ；第四种：填 ，，只需考虑犳（狓）ｍｉｎ ＞

犵（狓）ｍｉｎ．

师：这四种情况实质就是我们本节课研究的

主要内容．

师：最后再请大家对这四种情况整理一下思

路和解法．

３４　 全课小结，布置作业（略）
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４　 回顾与反思

４１　 本真数学教学的追求

“本真数学教学”的含义就是尊重客观，适应

规律，以人为本，教人求真．这里的“本”指的是本质

的“本”，根本的“本”，本源的“本”，指的是客观实

际，指的是人，是指以学生的发展为本；这里的“真”

指的是真实，即规律，指的是课堂教学的真实．

数学的育人本分，是培养学生的思维习惯，发

展理性精神．从这一点上来讲，数学是一个慢中求

悟、自然生成、不断探索的过程．所以，本真数学教

学力求平淡地、简约地、扎实地、轻松地教数学，以

学生已有的知识为起点，朴素地追问数学问题，自

然地逼近数学本质，以此从获得知识到拥有智慧．

本节课没有花哨的教学手段，没有空泛的教

学活动，只有教师关键处的点拨，师生间思维的相

互交流，整节课充满了对学生研究习惯的关注．本

节课中，由一次函数到二次函数，再到三次函数的

研究，从简单数学模型的开始串发，无不体现了对

学生的尊重，然而目标清晰，始终不离恒成立和存

在性两种模型的问题解决，这种课堂才是数学应

有的课堂，这样的思考才是体现了数学本质的思

考，这样的思维才会是有价值的提升．

４２　 本真数学教学的手段

数学教学就是思维活动的教学，数学思维的

形成源自对有关知识内容的整合，源自由彼及此，

由此及类的拓展，源自在形与质的异同的识别中

反思，采用最合适的手段让学生理解、把握数学概

念的最核心内容．

本真数学教学遵循最近发展区理论，倡导从

学生已有或熟知的内容出发，组织学生自主探索、

合作讨论，交流展示，让学生在探究活动中领悟数

学变换的魅力，发展推理能力和运算能力．经验告

诉我们，经常性的发现和创造会极大地提升学生

学习数学的信心和兴趣，同时也会使得学生的创

造性思维得到长足的发展．

本节课中，问题的串发是一个熟悉的一次函

数模型，当以此为基础而构造的二次函数、三次函

数和两个三次函数呈现于眼前的时候，学生直观

看到了其中的变与不变，正因为这些变与不变，吸

引了学生探究的更大热情，在问题３的变式２中，

两种完全不同的知识结构也会让学生最大限度地

防止解题中的误区，而当开放式的问题４得以求

解的时候，本节课的教学目标也得到了最大可能

地完成．这种基于熟悉模型的“串”“联”“变”是开

放的思维形式和收敛的思维形式完美结合的典

范，也是本真数学教学的必用手段．

４３　 本真数学教学的价值

数学学习需要积极的思维活动及对结果的正

确验证，这会对学生的学习产生积极影响．没有思

维就没有数学，学生的思维活动是课堂的灵魂，思

维的深度是在师生思想的交锋中不断加强的，思

维有交锋、有深度，课堂才有活力和灵气，也只有

在判断真假、你争我论中理性精神才能得以发展，

能力才能得以提升，兴趣才能得以提高．本真数学

教学采用的习题串发可以发挥习题的功能，促进

技能性思维定势的正迁移，提高教学的有效性．采

用的借石攻玉可以使学生获得对概念的多角度理

解，进而建立新概念与已有概念的本质联系；采用

的联中见源，可以展示知识的发展和形成的过程，

从而理解知识的来龙去脉，形成知识网络，加深对

问题本质的理解．

返璞归真，贴近学生实际，尊重学生的认知基

础，这是让学生获得体验、产生学习数学积极情感

的重要途径．只有学生对学习数学有积极情感，才

会主动探索，积极思考．本真数学教学采用在具体

的问题解决中，不断进行或猜测、或实验、或类比、

或归纳、或联想、或检测的多种手段，从而拓展了

思维的宽度，也会让学生建立起有效的数学解题

模型，为后续学习增添动力．

教师课堂上所做的一切，最终都得由学生自

己去实施．不管教师课堂上讲了多少，讲得多巧，

如果学生不能面对具体问题，教学是无效的．本真

数学教学遵循课堂教学的过程，是让学生掌握知

识的过程，更是帮助学生解决问题、掌握解决问题

的思路与方法的过程，所以教师的作用是在关键

处引发学生提出新的问题，只有“问题不止，思考

不断”，这样的课才能教给学生一生有用的数学，

才能为学生奠定一生有用的学习研究习惯．

总之，思维的提升是数学课堂教学的价值，为

此需要数学教学回归本真，愿这样的思考为数学

教学带来别样的精彩．
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